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Mathematics, the Learning of Number:
4. To show anyone how pleasant it is to solve mathematical problems.
Osamu Hoshino






























以後、底の表記を省略した対数はすべて、自然対数を意味する（ log logex x= ）。
【問題１】　古代ギリシャの数学者ディオファントスの墓石には、次のような意味の文章が
刻まれていたという。
『ディオファントスは，一生の 6 分の 1 を少年として過ごし，その後，一生の 12 分の
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( )2 21 2 1n n n+ = + +
　両辺から 2 1n + を引くと
( ) ( )2 21 2 1n n n+ − + =
　両辺から、さらに ( )2 1n n + を引くと
( ) ( ) ( ) ( )2 21 2 1 2 1 2 1n n n n n n n+ − + − + = − +
となるので、左辺について部分的に因数分解すると







( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2
2 22 1 2 11 1 2 1 2 1
4 4
n n
n n n n n n
+ +
+ − + + + = − + +
　両辺をよく見ると、いずれも完全平方展開式になっているので、因数分解すれば
( )
2 22 1 2 11
2 2
n nn n+ +   + − = −   
   
となる。そこで、両辺の平方根をとると
( ) 2 1 2 11
2 2
n nn n+ ++ − = −
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( ){ } ( ){ }2 3 4 4 3 2log log log log log logx x=
　以下、解答例の紹介および解説を順次行う。
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6 12 7 2
x x x xx = + + + + +






























































2 22 1 2 11
2 2
n nn n+ +   + − = −   
   
までは正しい。
しかし、任意の実数 a に対して 2a a= は成立するが、 2a a= は 0a ≥ でなけれ
ば成立しない。したがって、
( ) ( )
2 22 1 2 1 2 1 2 11 1
2 2 2 2
n n n nn n n n+ + + +   + − = − ∴ + − = −   
   
でなければならない。
ここに、得られた左辺を変形すると
( ) ( )2 1 1 11 1
2 2 2
nn n n+  + − = + − + = 
 
同じく、右辺を変形すると
2 1 1 1
2 2 2
nn n n+  − = − + = − 
 
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絶対値を考慮すれば、 1 1
2 2
= −  は正しい。したがって、題意の議論の最後で行われる
式変形の結果が
( ) 2 1 2 1 2 1 2 11
2 2 2 2































































































  0  － 0 ＋ 0 －  0  















 の概形（y 方向の目盛りを拡大表示してある） 
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  0  － 0 ＋ 0 －  0  















 の概形（y 方向の目盛りを拡大表示してある） 
 
  








0y    
0x    ↘ ↗ ↘
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【解答例Ｂ】
x が実数であるとき 2 1 0x x+ + > であるから、









+ + 　より ( )
2 1 1y x x x+ + = + 、よって ( ) ( )2 1 1 0yx y x y+ − + − =
と変形しておき、「x についての方程式 ( ) ( )2 1 1 0yx y x y+ − + − = が実数解をもつため
の条件」を調べることによって、y の取り得る最大値および最小値を求めればよい。
ここで、y の値に応じた場合分けを行う。
まず、 0y = のとき ( ) ( )2 1 1 0 1 0 1yx y x y x x+ − + − = ⇒ − − = ∴ = −
を得る。つまり、 0y = のとき、この方程式を満たす実数解 1x = − が存在する。
次に、 0y ≠ のとき、実数 x についての二次
4 4
方程式 ( ) ( )2 1 1 0yx y x y+ − + − = が実数
解をもつための必要充分条件は、この方程式の判別式 ( ) ( )21 4 1D y y y= − − − が負にな
らないことである。つまり




y− ≤ ≤ 、ただし 0y ≠ である。




















































積分変数を x y= − と置換すると
( ) ( )
2 2 2 21 1 1 1
1 1 1 1
d d d d
1 1 1 1y y x x
y y x xI y y x I x
e e e e
−
− − − −− − −
−
= − = = ∴ =
+ + + +∫ ∫ ∫ ∫
ここで、任意の実数 x に対して
( )22 2 2 2 2 22 21
1 1 1 1 1 1 1
xx
x x x x x x x
x ex x x e x x xx x
e e e e e e e− −
+
+ = + = = ∴ + =
+ + + + + + +
が成り立つから、
2 2 2 21 1 1 1 12 2
1 1 1 1 0
2 d d d d 2 d
1 1 1 1x x x x
x x x xI x x x x x x x
e e e e− −− − − −
 
= + = + = = + + + + 
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（イ）　求める定積分を ( )2
0
log sin dJ x x
π
= ∫  とおく。
　まず、変数を
2
x yπ= − と置換すると





log sin d log cos d log cos d
2 2
J y y y y x x
π π
π
π π    = − − = =    








( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
0 0 0
2 log sin d log cos d log sin log cos dJ x x x x x x x
π π π
= + = +∫ ∫ ∫
対数の性質 ( ) ( ) ( )log sin log cos log sin cosx x x x+ = を利用すれば
( ) ( )2 2
0 0
12 log sin cos d log sin cos d
2
J x x x J x x x
π π
= ∴ =∫ ∫
ここで、二倍角公式 sin 2 2sin cosx x x= を利用すると
( ){ } ( )2 2 2
0 0 0
1 1 1log sin 2 log 2 d log sin 2 d log 2d
2 2 2
J x x x x x
π π π







1 log 2 log 2 log 2log 2d d
2 2 2 4
x x x
ππ π π









ここで、 2x z= と変数置換すると、上式の第一項は
( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0
1 1 1 1log sin 2 d log sin d log sin d log sin d
2 2 2 4 4
zx x z z z x x
π π π π = = = 
 ∫ ∫ ∫ ∫
( )
0





   
sin 2





   
 
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となる。しかるに
( ) ( ) ( ) ( )2
0 0
2 2
log sin d log sin d log sin d log sin dx x x x x x J x x
ππ π π
π π= + = +∫ ∫ ∫ ∫
( ) ( )
0
2
1 1log sin d log sin d
4 4 4
Jx x x x
π π
π∴ = +∫ ∫
　再度、変数置換
2
x w π= + を行うと、 sin cos2
w wπ + = 
 
であるから
( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0
2
log sin d log sin d log cos d log cos d
2 2
x x w w w w x x
π π ππ
π
π π    = + + = =    
    
∫ ∫ ∫ ∫
( ) ( )2
0
2
log sin d log cos dx x x x J
ππ




1 1log sin d
4 4 4 2
J Jx x J
π
= + ⋅ =∫
( )
0






log 2 log 2
2 4 2
JJ Jπ π= − ∴ = −
　すなわち、求める定積分は ( )2
0
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ただし、②および③では   0 0xy    とする。 
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ただし、②および③では   0 0xy    とする。 
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反面、被積分関数の分子が奇関数である場合や、被積分関数の分母が 1xe + ではなく











は、前述のような手軽な計算では求められない。特に、被積分関数の分母が 1xe − の場

























































のように定積分の理論値をきちんと計算できる。実数関数 ( )3y F x= のグラフの概形






積分範囲の下端で被積分関数は発散するため［ ( )0lim log sinx x→+ = −∞］、一見して ( ア ) よ
りも事情が複雑である。しかし、対数の性質や三角関数の性質を援用することによって、
本問は ( ア ) と同じく置換積分の繰り返しだけで解けるから不思議である。
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参考までに、実数関数 ( )log siny x= のグラフの概形を図４に示す。この図からわか
るとおり、このグラフは直線
2

















図４? 関数  log siny x  の概形（0 x   ） 
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図４? 関数  log siny x  の概形（0 x   ） 
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1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 32c
p = × × × × = である。
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２－（6）．【問題６】に対する解答例および解説
【解答例】
図５に示すように、長辺長 y、短辺長 x の長方形 LR （ただし、 0y x> > とする）から、
辺長 x の正方形を切り取る。このとき、残った図形は長辺長 x、短辺長 ( )y x− の長方形
SR である。
二つの長方形 LR および SR が互いに相似であるとき、それぞれの辺長の比（＝長辺長：
短辺長）は等しいから
( ) ( ) 2: :y x x y x y y x x= − ∴ − =
二番目の式の両辺を ( )2 0x > で割ると　
2
1 1 1 0y y y y
x x x x
   − = ∴ − − =   
   
y
x
φ = とおくと、長方形の辺長比の定義により、φ は求める黄金比である。よって
2 1 51 0
2
φ φ φ ±− − = ∴ =





























的な値は 1.61803398874989φ =  である。
次に、φ についての二次方程式 2 1 0φ φ− − = を変形すると、 0φ > であるから
2 1 1φ φ φ φ= + ∴ = +
よって、左辺を右辺の平方根の中へ再帰的に代入
4 4 4 4 4 4
すると
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1φ φ φ φ= + = + + = + + + = = + + + + 
が得られる。
また、φ についての二次方程式 2 1 0φ φ− − = の両辺を ( )0φ > で割ると
1 11 0 1φ φ
φ φ
− − = ∴ = +
よって、左辺を右辺の分母へ再帰的に代入
4 4 4 4 4 4
すると
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L L L L
× × =
である。
一方、立方体から切り落とされる四面体の一つを V とする。図６より、V の底面は斜





3 2 242 2 2












( 四面体の体積 ) ＝
1
3
× ( 四面体の底面積 ) × ( 四面体の底面から頂点までの高さ )
という公式がすぐに頭に浮かんで、まず正四面体の底面積を求めておき、次に正四面体
の高さ（つまり、正四面体の頂点から底面の正三角形に下した垂線の長さ）を求める……
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( )3 2log logy x= とおくと
( )










− + + =
である。これは y に関する二次方程式であるから、これを解いて
( ) ( )2 23 3 3
3 3
2 log 2 1 2log 2 1 4 log 2
2
1 1log 2 log 2
2 4
y
+ ± + − ×
=























xx = > 　すなわち　 2log 2x >
でなければならない。しかるに、 3log 2 0> より 3
1 1log 2 0
2 4






< となる。つまり、複号のうち負符号の解は、条件 2log 2x > を満たさない。
よって、複号のうち正符号の解のみが有効である。
以上から、求める実数解は
















( ){ } ( ){ }
1 1log 232 42 3
2 3 4 4 3 2
2 839.965329977






















ある。例えば、特定の数え年に対する呼称として、15 歳、30 歳、40 歳、50 歳、60 歳は
それぞれ「志学」「而立」「不惑」「知命」「耳順」と呼ばれ、周知のとおりいずれも中国の
古書『論語』由来の呼称である。数え年の 61 歳（満年齢では 60 歳）は、後述の理由によ
り「還暦」と呼ばれる。数え年の 70 歳はやはり『論語』由来で「従心」というが、それ
よりもむしろ杜甫（盛唐の詩人／ 712 ～ 770）の詩句に由来する「古稀」のほうが一般に
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話を戻して、満年齢で 60 歳（数え年では 61 歳）を「還暦」と呼ぶことも、やはり干支
に由来する。既述のように「干」は十種類、「支」は十二種類あって、10 と 12 との最小
公倍数は 60 であるから、各年に対応する干支の組み合わせは 60 年周期で繰り返される。
したがって、各自の誕生年と同じ干支の年を再び迎えることができた人の年齢は、満年齢































ようになる。物体の質量を m、加速度を a、速度を v、重力加速度を g とすると、上記の
現象に係る運動方程式は
ma mg kv= −
と書ける（k は空気抵抗に関する定数で、物体の質量や速度に依らないとする）。初期条
件は、時刻 0t =  のとき 0v =  である。終端速度は、この運動方程式の左辺を 0 とする（具













と書ける。この方程式は、関数 ( )v v t=  に係る一階線形微分方程式である。初期条件（時
刻 0t =  のとき 0v = ）を適用してこの微分方程式を解くと
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= ⋅ − 
 






= ）へ漸次近づく。かくして、上記で得られた v の式に基づき、空気抵抗がある
場合の自由落下運動を解釈すると、次のようになる。『時刻 0t =  で自由落下を始めた物
体は、速度 0v =  で落下を始め、徐々に速度を増していくが、その速度変化は指数関数
4 4 4 4
的に
4 4



















図７? 関数 1 xy e   の概形（y 方向の目盛りを拡大表示してある） 
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図７? 関数 1 xy e   の概形（y 目盛りを拡大表示してある） 
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問題の【解答例Ａ】では「関数 ( )y f x=  を満たす実数のペア ( ),x y  が描くグラフの
存在範囲」に注目した。しかし、数値的にグラフを描画するだけでは理論的な解答を得ら
れないため、分数関数の微分計算が必要になった。高等学校の数学でいえば、「数学Ⅲ」















の分配法則”や“積の結合法則”、“和の交換法則”は常に成立する。行列 A および B に
ついて積の交換法則 A B B A× = ×  が成立する場合、「行列 A および B は交換可能である」
と称して特別な取り扱いをする。
また、行列の積では条件次第で「 A O≠ かつ B O≠ であって、かつ A B O× = 」と
いう、実数ではあり得ない面白い結果が生じる（O は全成分が 0 である行列で、「零行
列」と呼ばれる）。このことは、連立一次方程式の解の存否を論じる際等々に重要とな
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アプリケーションの“電卓”、および Microsoft Office 系ソフトウェアの“Excel”を用い
て行った。
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